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INTRODUCCION 

En las aplicaciones nos encontramos a menudo con lo necesidad de 
usar funciones vectoriales de varias variables: una función 
vectorial de una variable define una curva, una función vectorial de 
tres componentes y dos variables define una superficie, una 
distribución de cargas eléctricas crea un campo eléctrico que se 
describe por medio de una función vectorial de tres componentes y 
tres variables, etc. 

OBJETIVOS 

Generales 

Realizar operaciones referentes a diferenciación vectorial y sus 
aplicaciones. 

Específicos 

* Utilizar lias propiedades de la diferenciación vectorial en la 
solución de ejercicios. 

* D eter minar la den vada d e una f une ió n vector ia I 

CONTENIDO 

Integrales de línea 

* Curvas para met rizadas 

* Integral de línea de campos escalares 

* Teorema de. Creen 

* Independencia del camino para integrales de línea 

* Integral de línea de campos vectoriales 
Bibliografía 
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INTEGRALES DE LINEA 

CURVAS PARAMETRIZADAS 
Definición 

5¡ í 

Sea I un intervalo de 9í . Uno curvo en ÍH es una aplicación continuo 
def inido en la forman 

r : I -» 9Í 3 

t -» (x(t),y(t), z(t)) 

donde t recibe el nombre de parámetro. 

Curvos requieres 

Una curva es regular si x'(t) r y'{t), z'(t) son funciones continuas en 
I y no simultáneamente nulos. Uno curvo es regular a trozos si puede 
expresarse como unión finita de curvos regulares., 

Curvos cerrados 

Si I = [o, b], los puntos A = (x(o) r y(a), z(o)) y B = (x(b) f y(b), 

z(b)) reciben el nombre de extremos de la curva. Si A = B lo curvo es 
cerrada. 

Vector tangente 

El vector tangente o la curva C: t 4 (x (t), y (t), z (t)) en el punto 
de parámetro t = t 0 , (x(t 0 ), y(to),z(t 0 )). es (x'(to)y (tü),z'(tü)). La 
recta tangente o la curva en ese punto será: 

x-*(to) _ y - y(t.) _ z-z(t 0 ) 
x'(+ 0 ) /(tj Z’(+o) 


Observación 

Todas las definiciones vistas para curvas en 9í sirven para curvas 
en 91 : basta considerar z = O. 
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Métodos básicos de parametrización de curvas en el piano 

Una curva en el plano viene expresada habitualmente en una de las 
formas siguientes: 

* Explícita 

* Implícita 


* Paramétrica 

1) Para parametrizer una curva expresada en forma explícita basta 
hacer: 

x = t 1 

y = Wj 

2) La parametrizac ion de curvas expresadas en forma implícita 
requiere de métodos particulares según cada tipo. Veamos los 
casos más f recuentes: 

• Segmento de extremos A = (a 1# a : ) y B = (b^ b 2 ) 

{x, Y) = (1 - « 2 )+ t(bi,b 2 ) te [a, l] 

• Circunferencia de centro {xo, yo) y radio r: 

Implícita: {x - x 0 ) 2 + (y - y 0 f = r 2 

, x=x 0 +rcost"| r -i 

Paramétrica: t te 0, 2 te 

y = y 0 + r sen t J L J 

• Elipse de centro (xo, yo) y semiejes a, b: 


y = f(*) 

y = f(x,y)=0 


x = x(t)l 

y=y(t)l 


t e I 
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Implícita: . 1 


a - 


b- 


Paramét ricas: 


x = x 0 + a eos t 
y = y 0 + bsent 


■■ 


> t E 

0,271 


Métodos básicos de parametrización de curvas en el espacio 

En el caso frecuente en que (a curva vengo dada como intersección de 
dos superficies en forma implícita: 

C: f f (^y- z ) = ° 

[g(x,y,z) = 0 

Los pasos a seguir para su parametrización pueden resumirse así: 


* Se aísla, si es posible, una variable de una ecuación y se sustituye 


en la otra ( por ejemplo, z = f (x, y)) 

* Se parametriza en el plano coordenado la curva plana que es la 
proyección de la curva C. 

* Se parametriza la variable aislada. 

* En el supuesto de que pueda aislarse z, la parametrización de C 
resultaría: 


C: 


x = x(t) 
y = y(t) 


z = f(*My(t)) 


Longitud de una curvo 

Dada la curva regular 
C : [a, b] ->■ 

t -» (x(t),y(t),z(t)) 

La longitud s del arco de curva C entre los puntos de parámetros a y b 
resulta ser: 
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* = J ■*/[*' (+)f- [y 1 (tf -[*'(+)]' * 

a 

Función longitud del arco 

Se define como: 

b 

S (t) = |4x'(u)] 2 + [y'(u)] 2 + [z'(uf di a<t<b 

a 

Curvos pcrametrizados por el orco 

Por def inición r una curva esto parame trizada por el arco si y solo si: 

«[*»]’ +[y'(u)p +P(uf -i 


Propiedad 

C esta parame trizada por el arco s (t) = t - a 

INTEGRAL DE LINEA DE CAMPOS ESCALARES 
Definición 

Sea F : % 2 — ► sk un campo escalar continuo 

(x,y)-> Ffcy) 

Sea C una curva acotada contenida en el dominio de F y parametrizada 
por el arco: 

C : [a, b] -► 9i 2 

s -► (x(s),y(s)) 

Definimos la integral del campo escalar F a lo largo de la curva C 
como: 

b 

J F(x, y Ids - J F(x (s), y (s)) ds 

C ü 

Interpretación geométrico 

s¡ F (x, y) > O sobre los puntos de C, la integral anterior puede 
interpretarse como el área lateral de la porción de superficie 
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cilindrica recta que tiene como base en z = 0 la curva C y como altura 
z = F (x, y) para los (x, y) € C. 


2 = F (x, y) 



/ 


2 = 0 


Observación 

Para el caso en que la curva C : [t 0 , tj ->SK 2 sea regular pero no esté 
paramefr izada por el arco se tiene: 

|F(x,y)ds = |>(x(t),y(t))^(x , (t)) ! +(/(t)) 2 dt 
c ¡ t 

Análogamente, si la curva C : [t 0 , tj es regular y está 

contenida en el dominio de un campo escalar continuo F:íR 3 -»SR, 
entonces: 

t i 

I F(x, y, z)tfe = jV(x(t),y(t), z(t)) A /(x , (t)) 2 +(y'(t)) 2 +(z‘(t)) ! dt 

C t„ 

Propiedades 

(í) j [F (x, y, z) + Gix ( y, z}]ds = jV (x, y, z)ds + J G{x, y, z)d> 
c c c 


Matemática Básica II 


8 

FIM-UNCP 


Ing. José A. Segura Cuvubamba 


(2) J k F (x, y, zjcfe = k J F (x, y, zjds k e H 

c c 

(3) J F (x, y, z)ds = J F (x, y # z)ds + J F (x, y, z}ds C = Q u C 2 

c q Cj 

(4) La integral de línea de un campo escalar es independiente de la 
parametrización escogida para la trayectoria de integración, 

INTEGRAL DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES 

Definición 

Sea F:9t 3 -»5K 3 un campo vectorial continuo definido sobre los 
puntos de una curva C de 9í J acotada y regular. Definimos la integral 
de línea del campo vectorial F a lo largo de la curva C como la integral 
de línea sobre C del campo escalar F.T siendo T el vector tangente 
unitario en cada punto de C. 

j>-Cds 

c 

Si la curva C viene parametr izada en la forma: 

C: Po, tj -> M s 

t r(t)-(x(t), y(t), z(t)) 

tendremos las notaciones habituales: 

+ L 

f F C ds = [ F (x, y r z j - T|x r y, zlds = JF (x(t), y (+), z (t)) • (x‘ (t), y A (t), z' (t)) dt 
c c t 0 

fp-Tds = J*F Gh=jF 1 dx + F 1 cV + F 3 dz 

c c c 

Siendo F = (Fi, Fz, F 3 ), Fj, Fz, F 3 funciones componentes del campo 

F. 


Propiedades 
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C 


c 


c 


(2) J(k f)- d 1 = k | F - dr ksSií 


c 


c 


(3) f F d 1 = í F dr + f F dr C = Q uC 2 


c c¡ c. 


(4) El valor de la integral de línea de un campa vectorial es, salvo el 
signo , independiente de la parametrización escogida para la 
trayectoria. 

Orientación de curvas 

(1) Curvas abiertas. El sentido en que se recorre la curva nos ha de 
ser dado ordenando sus extremos. 

(2) Curvas cerradas, Entendemos como sentido positivo aquel que para 
valores crecientes del parámetro se recorre la curva dejando la 
región acotada a la izquierda, 


O 


sentido positivo 


El sentido negativo es el contrario al positivo. 


€1 trabajo como integral de línea 

Sea F (x, y, z) un campo de fuerzas continuo en IR , def inido sobre 
los puntos de una curva acotada C. 
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El trabajo W realizado por dicho campo a lo largo de la trayectoria C 
resulta ser: 


TEOREMA DE OREEN 


W = [ F . dr 
c 


Este teorema establece una relación entre la integral de línea de un 
campo vectorial y la integral doble 


Teorema de Oreen en el plano 


Sean P, Q : -» SK funciones continuas con dP/dy, cQ ¡ex continuas 

en una región R del plano que sea el interior de una curva plana C , 
cerrada, simple y regular a trozos. Entonces: 

r v - 7 * c 

donde C se entiende recorrido en sentido positivo. 


dR = C 


Teorema de Oreen qeneralizodo 

Sean Ci, Cz, ...... t C„ curvas cerradas, simples y regulares a trozos 

tales que Cz, Cj, C„ están contenidas en el interior de Ci y no se 

intersecan dos a dos. 

Sean P, Q: 9i 2 -»5li funciones continuas con dP/dy , dQ/dx continuas 

en la región R que sea el interior de la curva Cj una vez eliminados los 
interiores de Cz,. , C n . Entonces: 
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= í Pdx+QcV "^J Pdx+Qcfy 

R V 1 J C, k=2 

donde C\ t Cz r ... C n se entienden recorridos en sentido positivo, 



INDEPENDENCE DEL CAMINO PARA INTEGRALES DE LINEA 

Integróles independientes de le trayectoria 

Seo C curvo que une los puntos A y 6, Si el volar de lo integral: 

J ^dx + |* F 2 dy + | F 3 dz 

c c c 

es el mismo pora cualquier curvo C que uno A con B, se dice que la 
integral anterior es independiente de lo trayectoria. 

Diferencial exacto 

Una expresión diferencial de lo forma: 

ñ (k y, z)dc + F 2 (x, y, z)dy + F 3 (x, y, z}dz (*) 

■i 

Es una diferencial exacta si existe una función -> tal que: 
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es decir, que la expresión diferencial (*) es la diferencial total de la 
función : 



Análogamente para el caso de das variables: 

Una expresión diferencial de la forma P(x,,y)clx + Q(x,y)dy es una 
diferencial exacta si existe una función: ^ : sr 2 sií tal que: 


ÍÜ^íLpfey) £^ = Q(x,y) 


dx ¿y 


es decir: 



Campo conservativo. Función potencial 

El campo vectorial F(x, y, z) = (F x (x y y, z)+ F 2 (x, y, z)+ F 5 (x H y, z)) 
recibe el nombre de conservativo si F L dx + F 2 dy + F 3 dz es una 
diferencial exacta. 

En tal caso, (a función <p definida anteriormente recibe el nombre de 

función potencial del campo F. 

Teorema fundamental de las integrales de línea 

(a) Fj (x, y, z)dx +F 2 (x, y, z)dy +F 3 (x, y, z)dz es una diferencial 
exacta si y solo si: 



c 

depende solo de los puntos extremos de la trayectoria. 


Matemática Básica II 


13 

FIM-UNCP 


Ing. José A. Segura Cuvubamba 


(b) Si <f> : Sii 5 ->?les tal que = Fjdx +F 2 dy +P 3 dz y A , B son los 
extremos de. la trayectoria C, entonces: 

j Fdx + dy + F 3 dz = 4 i(b} — A ) 

c 

Principio de conservación de lo energía mecánica 

Sea F = {F], Fz, Fs) un campo de fuerzas continuo definido en un 
abierto conexo y sea $ una función potencial de F. 

Por el teorema fundamental, el trabajo W realizado por el campo al 
mover una partícula desde un punto A a otro B siguiendo un camino C 
regular a trozos contenido en el dominio de F será: 

W= f F ■ dr =(Fdx + Fydy +ñjdz = 4ÍB)— 4>(A) 
c c 


Si se parametriza C en la forma: 

r : [a, b — ► 9T 3 

t -> K t) 

y aplicamos la 2da ley de Newton F {r (t))= m r" (t) será: 

b b i b j 

W = |f [r (t )) ■ r 1 (t )dt = | m - r n (t ) ■ r 1 (t) = — mj - r*(t))dt 

a c¡ a 

si r'(t) = v(t) velocidad en el valor de parámetro t, tendremos: 

w -ymJ^]|v(t)| 2d r -im|v( b )| ] - 1| v(o> | 2 ) 

a 

igualando ambas expresiones del trabajo obtenemos la formulación 
del principio de conservación: 

Invv^ -<HA) = Ím-v 3 -*{B) 
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El miembro de la izquierda representa la energía mecánica en el punto 
A y el de la derecha en el punto B; 1/2 mv 2 recibe el nombre de 
energía cinética y - tj> de energía potencial. 

Si en la expresión anterior hacemos variar uno de los puntos 
concluimos que la energía mecánica se mantiene constante en todo 
punto, afirmación que expresa el principio de conservación de la 
energía mecánica. 

La nomenclatura de campo conservativo proviene de esta propiedad, 
Para los campos conservativos, el trabajo realizado para desplazar una 
partícula de un punto a otro es independiente de la trayectoria. Si la 
trayectoria es cerrada el trabajo es nulo. 

Teorema 

El siguiente enunciado resume las propiedades y las definiciones 
formuladas hasta el momento. 

Sea F (x, y, z) = (Fi(x, y, z), F 2 (x, y, z), F 3 (x, y, z)) un campo 
vectorial continuo def inido en un abierto conexo. Son equivalentes: 

(1) F es un campo conservativo 

(2) Fjdx + F 2 dy +Fsdz es una diferencial exacta 

(3) Existe $ : 3l 3 tal que F = Vtp ; F es un gradiente. 

(4) La integral de línea | F - dr es independiente de la trayectoria C 

c 

contenida en el dominio de F. 

(5) La integral de línea J F ■ dr = 0 para toda curva cerrada C 

c 

contenida en e.1 dominio de F. 

Rotacional de un campo vectorial 

Sea el campo vectorial F (x, y, z) = (Fj(x, y, z), F 2 (x, y, z), 

FíC*. y, z)) 

Definimos el campo rotacional de F como: 
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^dF¡ oFi t?Fi 3 Fi 5Fi cFi i 

rol F = — — - — — , — -- — - — — 

t dy dz dz dx 6x 6 y ; 

Formalmente , puede calcularse mediante la siguiente regla: 


rof F = V x F 


i j i< 

cjc-X djdx djdx 

Fj F 2 F 3 


Región simplemente conexa 

Una región conexa se dice que es simplemente conexa si toda curva 
cerrada puede reducirse continuamente hasta cualquier punto de la 
misma, sin salirse de la región. 

Intuitivamente, se refiere a regiones conexas sin agujeros. 




Región simplemente conexa 


Región no simplemente conexa 


Teorema 

Sea F (x, y, z) un campo vectorial continuo con derivadas parciales 
de primer orden continuas en un cierto dominio de IR . 

(a) Si J F l dx + F 2 dy + F 3 dz es independiente de la trayectoria, 

c 

entonces: 


rot F = 0 


(b)Si rot F = 0 y el dominio es simplemente conexo, entonces, la 
integral anterior es independiente de la trayectoria. 
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Observación 

Para el caso de un campo vectorial en íR 2 , F(x í y)=(p(x ( y) í Q(x ( y)) í la 
condición rot F = 0 del teorema anterior se reduce, a: 


cQ 6 P 
dx 6 y 

E jercicio 01 ) Encontrar una representación Paramétrica para la recta 
que pasa por los puntos A - (2, O, 4) y B = (1, 0, ó). 


Solución: 

vector fiB 


AB = B — A = (l, 0 , 6) — (2, 0 , 4)= 


í-11 

O 

2 J 



Puntos de la recta: (x, y, z) = (2* 0, 4 )+ 1 




O 


X = 2 - 1 
y = 0 
Z = 4 + 2t 


tett 


E jercicio 02 ) Encontrar una representación Paramétrica de Ja curva 

1 n t qi 

intersección de. la esfera x + y + z = a y el plano y + z = a. 


Solución: 
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Buscamos lo proyección de lo curvo intersección sobre el pío no z = 0. 

7 1 1 1 "1 

+ y + z~ = a~ I 
y+z=aj 


z = a-y 

x 2 +y : + (a-y) 2 = a 2 x 2 + 2y 2 -2ay = 0 


Completando cuadrados: 


x 2 +2 (y -a/2) 2 = a 2 /2 


x 2 | (y-a/2) s _ 1 




\í 




v - y 


Elipse, centrada en (O, a/2) de semiejes ——a, 

2 


a 

2 
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Parcmetrización de Ja curvo en z = 0: 


V 2 . 

X = — ÜCOSt 


a a 

V = — +— sent 

2 2 


te [o. 2?r] 


■í 

Parcmetrización de Ja curvo en Sí con z = o - y: 


V2 . 

x = -—a cosí 

2 


y = y íl + sent) [ t e [o, 2 jt] 


z = y (1 — sent) 


Ejercicio 03) Calcular Jo integral de linea | xy 3 ds donde C es el 

c 

segmento que une (-l r -2, 0) con (1,2,3) 

Solución: 

Parcmetrización de C: 

(x ; y, z)= (l-tX-1, - 2, o)+i(l 2, 3) te [o, l] 

(x, y, z)=(— 1, + 2t, - 2+ 4t, 3t) t e [o, l] 


■jx' 2 +y' 2 +z' 2 = ^29 


J >V J ds = j(-l + 2t)(-2 + 4t) 5 -J29dt = 


di=^[(-i + 2tf 1= !^E 
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Ejercicio 04 ) Hallar el trabajo realizada par una partícula sometido al 
campo de fuerzas: 

F(x,yMe* -y 3 )i + (casy + x 3 )j 

que recorre (a circunferencia C en sentido contrario a las agujas del 
reloj. 

Solución: 

El trabajo W es: 

W = | (e* - y 3 jdx + Icos y + x 3 )dy 
d pilcando el teorema de Green 


W = II I —(eos y + x 3 1- — le x 

JJ^x- - ¿y 

Siendo R eí círculo unidad 
En mal lab 



>> syms x Yr u-exp (x) -y A 3 ; v-cos (v) +x A 3; 

>> f=dí f f x) -dif f (u, y) %Ee calcula el integrando 

f = 

3*x A 2 - 3*y A 2 

» ^Cambio a coordenadas polares para resolver la 
integral doble 

» syns r t, slmplify {subs (fj. {x, y) r {r^cos (t) , r + sin (t) }) ) 
ans = 

3*r A 2 

» W=int (int (3*r A 2*r, r, 0,1) ,t, Ü , 2 ^ p i ) 

W = 

(3*pi)/2 
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